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Aufgabe 1: Al di ganzen Jahre waren wir nie ohne Anjosch-Kalender

R

,,Gab’s beim Discounter Anjosch-Kalender fiir 2024? Fir 2023 hatten sie ja
keine!“ ,, Wie gut, dass ich den von 2017 wegen der Bilder aufbewahrt hatte; der
passte doch als Notlosung fur 2023. Heute hab ‘ ich sogar drei Stiick ergattert.
Dazu die Anmerkung der Kassiererin: Es gab sehr wohl Anjosch-Kalender fur
2023 im Angebot. Vermutlich hatten wir letztes Jahr nur zu spéat gesucht.*

,Ich hatte mich schon gefragt, welchen alten Kalender wir denn fur 2024
nehmen massten, falls wir keinen neuen bekommen — vielleicht den von 20187«
,,Geht das tberhaupt? 2024 ist ein Schaltjahr, aber 2018 war ein Normaljahr.*

a) Ermittle, welche alteren Kalender auch fiir das Jahr 2024 passen.

b) Untersuche, fur welche Jahre man welchen &lteren Kalender verwenden konnte.
Formuliere eine Regel und begriinde sie.

c) Informiere dich Uber den Gregorianschen sowie den Julianischen Kalender.
Stelle Informationen zusammen, die fur Aufgabe b) relevant sein kdnnten.



Aufgabe 2: Summe und Differenz von Primzahlen
Nimm zwei beliebige Primzahlen grofRer als 3.
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Satz: Entweder ist die Summe oder die Differenz zweier Primzahlen, die groRer
als 3 sind, durch 3 teilbar.

a) Mache dir diesen Satz an Beispielen klar.

b) Begriinde: Die Summe oder die Differenz solcher Primzahlen ist sogar durch 6
teilbar. Priife, ob das ,,0der* auch hier ein ,,entweder — oder ist. Untersuche, ob

dieser Satz auch fur beliebige ungerade Zahlen gilt.

c) Berechne zuerst die Quadrate zweier beliebiger Primzahlen groRer als 3 und
dann die positive Differenz dieser Quadratzahlen. Formuliere eine Vermutung
und versuche, sie zu begrinden.

Tipp: Du kannst fir die Untersuchungen auch eine Tabellenkalkulation nutzen.
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Die Abbildung zeigt eine Matrix mit den Primzahlen in Zeile 1 und in Spalte A.

= $A2 + B$1 berechnet die Summe der beiden Primzahlen in Zelle A2 und BL1.
= ABS ($A2 — B$1) berechnet den Betrag der Differenz der beiden Primzahlen.
= REST($A2 + B$1; 3) berechnet den Rest der Summe bei Division durch 3.

Trage eine dieser Tabellenkalkulations-Formeln in Zelle B2 in die linke obere Ecke
der Matrix ein. Durch Anklicken Zelle B2 markieren, Maustaste loslassen. Mit dem
Mauszeiger auf die untere rechte Ecke der markierten Zelle gehen. Dort befindet sich
jetzt ein kleines schwarzes Quadrat, die Ziehmarke. Uber der Ziehmarke verwandelt
sich der Mauszeiger von einem groRen, weil3 geflllten Kreuz zu einem Kleinen
Pluszeichen. Die Ziehmarke mit der linken Maustaste anklicken, Taste gedriickt

halten, jetzt nach rechts ziehen. Damit ist die ganze Zeile 2 ausgefllt.

Den Bereich B2 : H2 markiert lassen. Um die Abbildung tbersichtlich zu halten, zeigt
das Beispiel einen anderen markierten Bereich, ndmlich B4 : H4. Die Ziehmarke in der
unteren rechten Ecke des markierten Bereichs anklicken, Maustaste halten und nach
unten ziehen. Damit ist die ganze Matrix ausgefullt.
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Aufgabe 3: besondere Winkel im Trapez
D c=48mm C

82mm

~
~

A a=150mm B
Das Viereck ABCD ist es besonderes Trapez: Es besitzt einen Inkreis.

a) Informiere dich Uber Tangentenvierecke und weise rechnerisch nach, dass das
vorliegende Trapez tatséchlich einen Inkreis besitzt.

b) Vier Strecken fihren von den Eckpunkten A, B, C und D zum Inkreismittel-
punkt M. Die Strecke AM st bereits eingezeichnet.

e Erganze die drei fehlenden Strecken und gib ihre Bedeutung fiir das Viereck an.

e Bestimme die GroRen der vier Winkel § AMB, $BMC, $CMD und § DMA
zwischen diesen Strecken, die sich im Punkt M treffen.

e Untersuche diese Winkel auf besondere Mafe sowie auf besondere Zusammen-
hange zwischen je zwei Winkelmafen. Begriinde diese Besonderheiten durch
geometrische Uberlegungen. Gib allgemeine Terme fur die Winkelmalie an.

c) Zeichne die Diagonalen ein. Vergleiche die Lage Inkreismittelpunktes mit der
Lage des Diagonalenschnittpunktes. Begriinde deine Vermutung.

d) Das Viereck ABCD wird verandert, z. B.

e zU einem Trapez ohne Inkreis,

e zU einem Tangentenviereck ohne parallele Seiten,

e zU einem symmetrischen Drachenviereck,

e S0, dass alle vier Winkel § AMB, ¥ BMC, 3 CMD und ¥ DMA gleich groR sind.

Waéhle ein paar dieser Verdnderungen aus und untersuche, wie sie sich auf die
Ergebnisse von b) und c) auswirken. Begriinde deine Ergebnisse.
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Aufgabe 4: arithmetische Schleifen (3)

Denke dir eine natirliche Zahl groRer als 5. Vermindere diese Zahl um 1. Diese Differenz soll
als Nenner dienen. Subtrahiere nun vom Funffachen der gedachten Zahl die Zahl 13. Das
Ergebnis dient als Z&hler. Dividiere nun den Zahler durch den Nenner. Nimm den Wert des so
erhaltenen Quotienten anstelle der gedachten Zahl und wiederhole damit die gleichen
Rechenschritte. Wiederhole diesen Rechenvorgang mehrmals.

Dies kann als wiederholtes Einsetzen der erhaltenen Funktionswerte in die Funktion f mit

f(x):5'x_13 interpretiert werden. Ein Beispiel mit 7 als Startwert, siehe Abbildung:
X_

f(7) :1—31; f(1—31)= 2; f(2)=-3; f(~3)=7. Der vierte Wert ist gleich dem Startwert. Man
sagt dazu: Diese Funktion f erzeugt eine Schleife der Lange 4 (siehe MA-THEMA 09/23 und 11/23).

a) Probiere flr die Funktion f weitere y
Startwerte aus und weise nach, dass die ’
Schleife stets die Lange 4 hat. Unter-
suche, welche Zahlen als Startwerte £ g
ausgeschlossen werden mussen. +

b) Zu der Funktion g mit g(x)=3-x+4 f
ist g1 mit g‘l(x):%-x—% die Um- [ /
kehrfunktion. Der Zusammenhang ist —
g_l(g(x)):%-(B-x+4)—%:x. .

Spiegelt man einen Graphen an der
blauen Winkelhalbierenden, dann ist

das Spiegelbild der Graph der Umkehr-y
funktion.

Bestimme die Umkehrfunktion zu f.

~ <

c) Die Abbildung zeigt Terme von Funktionen, die Schleifen erzeugen, sowie die
Terme der zugehorigen Umkehrfunktionen. Bestimme jeweils die Lange der
Schleife. Ordne jeder Funktion die passende Umkehrfunktion zu.
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Exkurs: Vorschlag fur ein Projekt

Bei der Entwicklung der Aufgabenserie ,,arithmetische Schleifen® ist die MA-THEMA-
Redaktion auf eine Reihe weiterer Fragen gestoRen, die zu umfangreich fir eine MA-
THEMA-Aufgabe sind. Als Vertiefung der drei vorliegenden Aufgaben scheinen diese
Fragestellungen aber lohnend fir weitere Untersuchungen zu sein, zum Beispiel im Rahmen
einer mathematischen Facharbeit (,,besondere Lernleistung™) oder im Rahmen eines

Wettbewerbes wie ,,Jugend forscht™.

e Wie wirkt es sich aus, wenn der Graph einer Schleifen bildenden Funktion die Winkel-
halbierende schneidet? Liegen die Punkte der Schleife immer beidseits der Definitionsliicke?
a-x+b

c-x+d
funktion f* gilt f‘l(f(x)) = x. Bestimme den Term von f L in allgemeiner Form.

e Gegeben ist die Funktion f(x)= mit a, b, ¢, d € Z. Fur die zugehérige Umkehr-

e Angenommen, eine Funktion f besitze die Schleifenlange 3. Dann gilt f(f(f(x)))=x.
Begrlnde: Daraus folgt f (f(x)) = f‘l(x).

e Stelle Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter a, b, c, d einer Schleifen bildenden
Funktion auf. Beispielsweise gilt fur eine Funktion mit der Schleifenldnge 3 die Bedingung
f(f(f(x)))=x. Ausfuhrlicher geschrieben ist

.a-x+b+b
a-f(x)+b q.-—cxtd "4 p
f(f(f(x)))za-f(f(X))+b=a'c.f(x)+d+b: caxb g
c-f(F())+d . af(b 47 paxdy,
C'f(X)-i-d CTij+d
c-x+d

@ +2-a-b-c+b-c-d)-x+b-(@a+a-d+b-c+d?)
c-(@®+a-d+b-c+d?)-x+(@-b-c+2-b-c-d+d3
einem CAS ausgefiihrt). Begrinde: Damit die Gleichung erfullt ist, muss gelten
(@®+2-a-b-c+b-c-d)=(@-b-c+2-b-c-d+d® und b-(@a°+a-d+b-c+d?)=0

=X (diese Berechnung wurde mit

sowie c-(a2 +a-d +b-c+d2):0.

Suche mit einem Computerprogramm oder mit einer Tabellenkalkulation ganzzahlige Werte
von a, b, ¢ und d, mit denen diese Gleichungen erfullt sind.

a-x+b

c-x+d
Schleifenlédngen 4, 5, 6, 7, 8 ... oder weise nach, dass solche Funktionen mit ganzzahligen
Werte a, b, c und d nicht existieren. Bilden andere Funktionstypen ebenfalls Schleifen?

¢ \Weise nach, dass die Verkettung einer Schleifen bildenden Funktion mit sich selbst eine

3:X=3 it der Verkniipfung
1-x+0

»Verkettung (Hintereinanderausfithren) eine Gruppe mit den sechs Elementen f(X),
FCEG),  f(E(F09)), F(E(E(EC))), FOECECE(E(x))) und £(F(ECECECT(X)))))).
Gib deren Funktionsterme mit konkreten Zahlen an. Stelle eine Verkupfungstabelle auf und
weise nach, dass die Axiome einer Gruppe erfullt sind. Untersuche andere Gruppen, die von
Funktionen mit anderen Schleifenlangen erzeugt werden.

e Beweise: Wenn eine Funktion fiir einen bestimmten Startwert die Schleifenldnge 4 (bzw. n)
besitzt, dann besitzt sie auch fir alle anderen Startwerte (soweit diese nicht ausgeschlossen
sind, weil sie auf die Definitionsliicke fuhren) die gleiche Schleifenlange 4 (bzw. n).

mit den

e Suche entsprechend ganzzahlige Werte a, b, ¢ und d fur Funktionen f(x) =

Gruppe bildet. Beispielsweise erzeugt die Funktion f(x)=



